Eu la segunda mitad del siglo XIX, tras la
L & PAR&D@JA irrupcion de las geometrias vo enclideas

olrtenidas modificando el quinto postulado
de Buclides (el de las paralelas), una

DE RUSSE ][AL corriente de axiomatizacion se apoders

del wundo matemdtico.

El poderoso e influyente matematico
Leopold Kronecker (1223-18A1) habia
proferido una de las frases mas célebres
de la Historia de las WMatematicas

Por “wikmeros”
Kronecker se
referia a los
naturales, os

de contar de PDios creb los nimeros,

toda la vida, el resto es obra del
a due el resto

podia definirse
a partir de
estos de forma

Georg Cantor (1245-1019)
traté de dar wna axiomdatica para
los nilimeros naturales basdndola
en la teoria de conjuntos, Cantor
publicé sus ideas en 1823 cov el
titulo “Fundamentos para una
teoria geveral de conjuntos”, obra
gue tenia como subtitulo “Una
mvestigacién matewmdtico-
filoséfica sobre el infinito”.

Ev su obra, Cantor pedia perdén por
utilizar la idea de infivito como
objeto matematico, pero a pesar de
ello enfurecié a parte de la comunidad
matemdatica capitaneada por
Krovecker due lleaé a presionar a las
revistas especializadas para evitar
que publicaran sus resultados.

Afortunadamente, alouvas figuras
relevantes como David Hilbert (1262~
1943 ) y Gottlob Frege apoyarow las
teorias de Cantor g este pudo ver
recovocida su labor en vida,

Nadie podra
expulsarnos nuica
del paraiso que
Cantor cred para
nosotros.

Archimedes' Tub



Desde el principo, Gottob Frege (1242-1925) tuvo claro
que la teoria de conjuntos de Cantor era la respuesta a la
fundamentacién de la matemdtica. Por ello
— se conVirtié en uno de léaicos mas
Importantes desde Aristételes y
dedicé su Vida a formalizar con
absoluto rigor, con una votaciéw

exenta de ambigiicdades, la
teoria de conjumto iiciada

por Cantor.
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Para Freoge la capacidad humana para familiarizarse cow los widmeros vaturales vo
podia estar relaciovada cow la experiencia directa o el espacio geométrico, sino cow el
lenguaje \ a l6gica. Esta interpretacion filoséfica de las matematicas se conoce como

I

logicismo.

Frege dedicé toda su vida

a esta tarea \ en 1579

publicé su primera grav obra,
Begriffssehrift, que podemos
traducir como “conceptografia’,
definiendo el lenguaje preciso

Y riguroso due necesitaba.

B 1993 publics el primer tomo
de su ambicioso provecto
@rundlagen der Arithmetik
(Fundamentos de la Aritmética).

Pero en esta obra, para definir
los comjuntos, Frege adopts el
“axioma de comprensién” que
afirma gque existe cualguier

conjunto definido por una propiedad.
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LJEN QUE CONSISTE EL
“AXTOMA DE COMPRENSION"?

De un wmodo intuitive definimos >
un conjunto como una coleccién .
de cosas a las que llamamos
elementos de dicho conjunto.

Normalmente escrivimos

X € A para decir gque X es
uv elemento del conjunto A,
y X €A para decir que X
no es uv elemewto de A.

Cualguier objeto al que

pueda referirse la

matematica es un elemento de

un conjunto. Existen conjuntos de nimeros de
libros, de gatitos, etc.




Diremos due dos conjuntos A y B son iguales (A = B ) siy solo si ambos tienew los mismos
elementos. Esto se conoce como el Axioma de extensionalidad. De este axioma se sigue que
un conjunto esta univocamente definido cuando sepamos cudles son sus elementos.

Hay dos wmodos de definir los elemewntos de un conjunto: por extensién y por comprensién.

Definimos los elemewntos de un conjunto por
extensién designando a cada uvo de ellos e
particular. Por ejlemplo, el conjunto A que
consta de los elementos 2, 4, G y D. Este
conjunto lo escribiremos como:

A={2/4/@/6 }.

Es claro que por extensién sélo podemos definir
conjuntos con un vdmero finito de elementos.

Definimos los elementos de un conjunto por

comprensién expresando una propiedad que X +tales que X es un niimero
cumplan todos sus elementos. Por ejemplo, natural par mevor que 10
el conjunto A también se puede definir como:

A = { X tales que X es un wimero
natural par mevor que 10 }.

La defivicién de un conjunto por extensién vo ofrece problemas, ya due siempre tewemos una
desiguaciov clara g efectiva de cuales sov sus elementos. La definicién por comprension puede
volverse problemdtica ew el caso de conjuntos con un nitmero infinito de elementos.

U ejemplo de conjunto con infinitos elementos seria:
P = { X tales que X es um ndwmero natural par }.

LCUAL €S EL PROBLEMA DE
DPEFINIR UN CONJUNTO
POR COMPRENSION?
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Pues biew, ya hewos dicho que
cualguier objeto es elemento de
algian conjuwto. n particular,
un conjunto también puede ser
un elemewto de otro conjuto.

Por ejemplo, podemos defivir
un conjunto B cuyos tres
elemevtos sean precisamente
los tres conjuntos due Vimos
ev la pdgina 2.

Consideremos ahora el conjunto
@ cuvos elementos son todos los
gatitos del muvdo. Esta claro
due el conjunto no es un gatito
\ por tawto vio es un elemento
de si mismo.

Los conjuntos due cumplen la
condicién de vo ser elementos
del propio conjunto se llaman
conjuntos normales.

iAcaso existen conjuntos que no
sean viormales?

Resulta un tawto sorprevdente
pero existew tales conjuntos: por
ejemplo, el conjunto O de todos
los obyetos matemdticos que
podamos imagivar. El conjunto O
es un objeto matewmdtico y por
tanto se verifica que © € O .

Otro ejemplo seria el conjuto N
formado por todas las cosas que
NO son un gatito. Estd claro que
el conjmto N vo es un gatito y
por defivicién de este conjunto se
verifica que N € N .

Los conjuntos que cumplen la
condiciéw de ser elementos del
propio conjuvto se llaman
conjuntos singulares.

A 4
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WMientras Frege trabajaba en el segumdo

tomo de sus “Fundamentos de la Aritmética”

un joven matewmdtico britanico llamado

Bertrand Russell (1%72-1470) Friday’s Hi11, Haslemere, 16 June 1902
comenz a estudiar su obra
”oowocpi'o@mﬁa” 4 encontrs For a year and a half I have been acquainted with your

que @Y’dVI Pdl"‘l’@ 0{6 las ‘d?as Grungestedze der Arithmetik, but it is only now that I
en las que estaba trabajando aqve been able to find the time for the thorougp

vya habian sido publicadas por
Frege 20 aiios antes.

Dear colleague,

A pesar de que Russell al igual
due Frege buscaba cimewntar el
edificio de las matemdticas lo
aue descubrié fue mas bien una
caroa explosiva en sus cimientos.

El16 de Juvio de 1402 Frege
recibia una carta de Russell
aue cowtevia la paradoja que
describiremos \ que hizo a
Frege parar la impresién de
su seguudo tomo € incluir un

apéndice al fiwal del libro

recovoeciendo que posiblemente
todo el contenido de este \ el
primer towmo era erréneo.

Russell utilizé el axioma de
comprensién para definir el
conjunto M de TODOS los

conjuntos que son normales.

Evtouces M como conjunto
ha de ser vormal o singular
iverdad?
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Si M es NORMAL eso quiere decir que
M vo pertenece a M, pero esta es
Justamente la condicién que define a los
elementos de M y por tanto tendriamos
aue M pertenece a M es decir, M es
SINGULAR.

Pero si M pertenece a M, vo cumple la
condicién gque defive a My tendriamos
due M vo pertenece a M y por
consiguiente es NORMAL...

y podemos seguir asi indefinidamente.

Lo que hemos visto es que M pertevece
a M si y solo si M vo pertenece a M
i lo que constituye una contradiccién |l

M={x:x¢x}

MeM—MéEM

Para entender la paradoja mejor, vamos a cambiar los comjuntos por Libros e imaginarvos que ev
la inmensa biblioteca de Bertrand Russell estéw todos los libros del mundo y reciba uv ejemplar

de cualguier libro dque se escriba.

CONJUNTO

LIBRO B

LIBRO

W cierto libro A puede
“meluir” a otro libro B
como elemento si ev el
texto del libro A se hace
referewcia al libro B.
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El bibliotecario Russell un buen
dia decide ordenar +odos los libros
en tam solo dos estanterias
aHffiifiisimas.

£ una colocara los libros due vo se
incluyen a st mismo como referencia,
llamémosles libros NORMALES.

Em la otra colocara los libros
aue se referencien a si mismos.

TIwuterminable serian de este tipo.
A este tipo le llamaremos
libros SINGULARES.

Todos los libros que se puedan
escribir deben estar en uva de
estas dos estanterias.

Después de ordenarlos, el biblio-
tecario decide rellenar dos
catdlogos, wio para la estanteria
de libros normales con todos los
libros de dicha estanteria y otro
catdlogo para la estanteria de
libros singulares con todos los libros
de esta estanteria. .

CATALOGO
DE LIBROS
NORMALES

CATALOGO
DE LIBROS
SINGULARES
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El catdlogo de libros singulares lo coloca en la estan-
teria de libros singulares aiiadiendo una ditima livea
en dicho catdlogo que diga: “Catdlogo de libros
singulares”. Perfecto. Dado que dicho catdlogo
aparece ev la dltima linea se referevcia a si mismo
J es en esta estanteria dovde debe estar.

iPero, y el catdlogo de libros vormales? Si lo coloca
en la estanteria de libros wormales debera aiiadir
wia dltima livea dque diga: “Catdlogo de libros
norwmales”, pero ewtonces antomdticamente dejara

de ser uv libro vormal pues se referencia a st miswmo.

Asl due debe estar ew la estanteria de los libros
singulares. Pero un momentol Entonces vo debe
aparecer ev la dltima linea del catdlogo de libros
normales pues vo lo es. La tachamos. Pero si
tachamos esta linea ya vo se referewcia a si miswmo
\ seria un libro vormal y debemos wmoverlo de estav-
teria. Pero.. i€l catdlogo de libros vormales parece
Mo encajar ew iinguna de las dos estanteriasll

ESTA €S LA PARAPOJIA DERUSSELL

Alfred North wWhitehead (121-1947), amigo v
colaborador de Bertrand Russell dijo:

CATALOGO DE LIBROS SINGULARES

“CATALOGO
DE LIBROS
SINGULARES”

“CATALOGO
DE LIBROS
NORMALES”

Nuvca habra
otra vez uia
alegre y
confiada
maihana...






